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Kapitel 1
EinfUhrung

In jungster Vergangenheit hat die Entdeckung von Ferromagnetismus in verdiinnten magnetischen
Halbleitern (DMS, diluted magnetic semiconductor) groRe Aufmerksamkeit auf dem Gebiet der
Materialforschung erregt. DMS bestehen aus einem unmagnetischen Halbleiter als host material,
in den Atome mit einem permanenten magnetischen Moment in geringer Konzentration eingebet-
tet sind. Antiferromagnetische und Spinglas-artige DMS sind bereits seit langerem bekannt [1],
aber erst in den Neunziger Jahren des 20. Jahrhunderts gelang die Herstellung ferromagneti-
scher DMS. Typische Beispiele sind Iny_xMnyAs [2], Ga1_xMnyAs [3] und Gai_xMnyN [4],
welche sich fur Mangan-Konzentrationen von x =~ 0.01 bis x ~ 0.05 bei tiefen Temperaturen
ferromagnetisch ordnen.

Das Interesse an ferromagnetischen DMS erklé&rt sich unter anderem daraus, dass sie eine grolie
Vielfalt neuartiger technischer Anwendungen versprechen. Ihre potentiellen Einsatzgebiete rei-
chen von Spinfiltern tber verbesserte Mikroprozessoren und Speicherbausteine in konventio-
nellen Computern bis hin zu kompletten Quantencomputern [5-9]. Allerdings liegt die Curie-
Temperatur der meisten bisher untersuchten ferromagnetischen DMS noch unterhalb der Raum-
temperatur, so dass sie fir alltagliche Anwendungen weitgehend ungeeignet erscheinen. Fir
Gai_xMnyAs beispielsweise wurde bisher eine Curie-Temperatur von Tc = 110 K bei einer
Mangan-Konzentration von x = 0.053 erreicht [10—12].1 Fur Gai_xMnyN werden hingegen
Curie-Temperaturen von bis zu 1000 K vorhergesagt [15-17]. Experimentell bestimmte Werte
im Bereich von 230 bis 370 K [4] bis hin zu aus Messungen bei Raumtemperatur extrapolierten
940 K [17] wurden bereits gemeldet, diese sind aber noch nicht hinreichend bestatigt. Die Fra-

1In[13] geben Ku et al. an, dass mittels spezieller Herstellungsbedingungen und Nachbehandlung der Materialpro-
ben fur Gag.g15Mng 0gsAs-Schichten die Curie-Temperatur auf 150 K gesteigert werden konnte. Fir ein Dreilagen-
Ga1_xMnyAs-GaAs- Gai_xMnyAs-System wurde sogar eine Curie-Temperatur von 160 K berichtet [14].
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4 KAPITEL 1. EINFUHRUNG

ge, ob bei derartigen Materialien tatséchlich eine Curie-Temperatur oberhalb Raumtemperatur
erreicht werden kann, ist somit noch nicht zufriedenstellend geklart.

Fur die Identifizierung ferromagnetischer DMS mit einer moglichst hohen Curie-Temperatur spielt
das theoretische Verstandnis dieser Materialien eine wichtige Rolle. Da der Magnetismus in die-
sen Materialien von lokalisierten magnetischen Momenten getragen wird, stellt das Heisenberg-
Modell [18] eine sehr realistische Beschreibung ihrer magnetischen Eigenschaften dar. Bisher ist
jedoch noch keine exakte Losung des Heisenberg-Modells bekannt; man ist daher auf Approxima-
tionstechniken angewiesen. Urspriinglich wurden solche Naherungsverfahren flr konzentrierte
magnetische Materialien wie MnO entwickelt, bei denen jeder Gitterplatz mit einem lokalisierten
magnetischen Moment besetzt ist und das System somit Translationssymmetrie aufweist. In den
verdinnten magnetischen Halbleitern sind hingegen nur wenige der Gitterplatze von magneti-
schen Atomen besetzt. Abgesehen von chemischer Nahordnung sind die besetzten Gitterplétze
statistisch Uber das Kristallgitter verteilt. Diese Substitutionsunordnung zerstort die Translati-
onssymmetrie des Gitters. Somit sind die konventionellen N&herungsverfahren fiir konzentrierte
Systeme mit Translationssymmetrie nicht mehr direkt anwendbar und missen modifiziert werden.
Mit letzterem Problem befasst sich diese Arbeit. Insbesondere sollen verschiedene Techniken zur
Behandlung der Substitutionsunordnung im Heisenberg-Modell vorgestellt und auch angewendet
werden. Ein Hauptziel ist dabei, den Einfluss der Verdinnung auf den Magnetismus zu untersu-
chen. Zu diesem Zweck werden sowohl Methoden der Mittelung tiber Konfigurationsunordnung
angewendet, als auch numerische Rechnungen zu endlichen Systemen durchgefuhrt. Die Arbeit
ist dabei so aufgebaut, dass am Beginn eines jeden Kapitels eine tiefer gehende Einfiihrung in
die jeweils behandelte Problematik steht. Im dieser Einleitung folgenden zweiten Kapitel wird
das Heisenberg-Modell flr verdinnte Spinsysteme vorgestellt. Dabei werden unter anderem die
verschiedenen fir dieses Modell existierenden Ansétze miteinander verglichen. Das dritte Kapitel
fuhrt in die Methoden zur Mittelung tGiber Konfigurationsunordnung ein, welche im vierten Kapitel
konkrete Anwendung auf verdiinnte Spinsysteme finden. Im fiinften Kapitel werden numerische
Untersuchungen zur Unordnung in verdinnten Spinsystemen durchgefiihrt. Den Abschluss der
Arbeit bildet das sechste Kapitel mit einer Zusammenfassung der Ergebnisse und Vorschlégen
fur weitergehende Studien.



Kapitel 2

Das Heisenberg-Modell flr verdunnte
Spinsysteme

Das Heisenberg-Modell [18] dient zur Beschreibung der magnetischen Eigenschaften von perma-
nenten lokalisierten magnetischen Momenten in Festkdrpern, die direkt oder indirekt miteinander
wechselwirken [19-21]. In Festkdrpern werden permanente lokalisierte magnetische Momente
im wesentlichen durch die Spins von Elektronen in Festkdrperionen mit unvollstandig gefull-
ten Elektronenschalen im Rumpf der lonen hervorgerufen. Beispiele sind die Europium-lonen
in EuO, EuS und EuTe oder die Mangan-lonen in MnO oder in Ga;_xMnyAs. Die Wechsel-
wirkung zwischen den lokalisierten Momenten kann auf verschiedene Arten Ubertragen wer-
den, zum Beispiel durch direkten Austausch, Superaustausch, Doppelaustausch oder tber den
RKKY-Mechanismus [19]. Da die Wechselwirkung in das Heisenberg-Modell nur in Form einer
effektiven Wechselwirkung eingeht, werden die magnetischen Eigenschaften einer ganzen Reihe
magnetischer Materialien mit lokalisierten magnetischen Momenten recht realistisch durch das
Heisenberg-Modell beschrieben.

Obwonhl das nach ihm benannte Modell schon 1928 von Werner Heisenberg vorgeschlagen wurde,
konnte das zugehdrige Vielteilchenproblem bis heute nicht exakt gelost werden. Man ist also auf
Naherungen angewiesen. Eine einfache Naherung stellt die Mean-Field Approximation (MFA) dar.
Sie bildet das Heisenberg-Modell auf das Modell eines WeiRschen Magneten ab und erlaubt die
Berechnung charakteristischer Eigenschaften wie der Magnetisierung, Suszeptibilitat und spezi-
fischen Warme in Abhangigkeit von der Temperatur. Die MFA (iberschétzt bei ferromagnetischen
Systemen in der Regel die Curie-Temperatur und liefert auch nicht das in Experimenten gefundene
Tieftemperaturverhalten der Magnetisierung (Blochsches T %/2-Gesetz [20]). Aus diesem Grund
sind die verschiedenen Spinwellentheorien [22-25] entwickelt worden. Bei ihnen handelt es sich
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um Tieftemperaturngherungen. Sie beschreiben die Abweichung der Magnetisierung vom Grund-
zustand bei endlichen Temperaturen durch die Ausbildung von als Magnonen oder Spinwellen
bezeichneten Quasiteilchen im System [20,21]. Die Theorie der Linearen Spinwellen von Holstein
und Primakoff [22] vernachlassigt die Wechselwirkung dieser Quasiteilchen untereinander und ist
deshalb nur fur sehr tiefe Temperaturen geeignet, da dort nur wenige Magnonen im System vor-
handen sind. Die Tyablikov-N&aherung [23] und die Methode der renormierten Spinwellen nach
Dyson [24, 25] bertcksichtigen hingegen néherungsweise die Wechselwirkung der Magnonen
untereinander und kénnen deshalb auch flr hohere Temperaturen verwendet werden [20,21].
Beim herkdbmmlichen Heisenberg-Modell geht man davon aus, dass die lokalisierten magne-
tischen Momente — im folgenden der Kiirze halber einfach als Spins bezeichnet — auf einem
Kristallgitter verteilt sind und dass jeder Gitterplatz des Kristalls mit einem Spin besetzt ist. Ein
solches System wird als konzentriertes Spinsystem bezeichnet. Falls sich hingegen die Spins des
Systems nicht auf den Gitterpléatzen eines Kristallgitters befinden, so spricht man von einem amor-
phen Spinsystem. Gegenstand dieser Arbeit ist das Heisenberg-Modell fiir verdiinnte Spinsysteme.
In diesem Fall befinden sich zwar alle Spins auf einem Gitterplatz eines Kristallgitters, aber ein
festgelegter Anteil der Gitterplatze ist nicht mit einem Spin besetzt.

Im Gegensatz zu konzentrierten Spinsystemen sind verdunnte Spinsysteme — wie auch amorphe
Spinsysteme —nicht translationsinvariant. Mit Ausnahme der Mean-Field Approximation verwen-
den jedoch alle hier erwahnten Naherungen fur konzentrierte Spinsysteme die Translationsinvari-
anz des Systems bei der Berechnung der magnetischen Eigenschaften. Im Falle eines verdiinnten
Spinsystems fuhrt das Fehlen der Translationsinvarianz zu Problemen, denen mit zusétzlichen
Né&herungen begegnet werden muss. Dafr scheint die Tyablikov-Naherung besonders geeignet,
auf welche sich deshalb diese Arbeit bei der Behandlung des Heisenberg-Modells konzentriert.
Die Tyablikov-Né&herung hat sich nicht nur bei der Beschreibung konzentrierter Spinsysteme be-
wahrt, sondern besitzt zudem den Vorteil, dass sie Zugang zu den Methoden der Mittelung tber
Konfigurationsunordnung bietet, welche urspriinglich fiir die Berechnung elektronischer Eigen-
schaften ungeordneter metallischer Legierungen entwickelt wurden [26,27]. AuRerdem kdnnen
endliche Spinsysteme — wie sich zeigen wird — im Rahmen der Tyablikov-N&herung mit vertret-
barem Rechenaufwand numerisch exakt behandelt werden.

Im Folgenden soll zundchst die Frage nach einer korrekten und handhabbaren Formulierung des
Heisenberg-Modells fiir verdinnte Spinsysteme diskutiert werden. Dabei werden verschiedene
Ansétze miteinander verglichen. Ferner wird auf das Problem der Perkolation bei Verdinnung
eingegangen. Konkrete Methoden zur Berechnung der magnetischen Eigenschaften verdiinnter
Spinsysteme werden in den anschlielenden Kapiteln diskutiert.
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2.1 Das konzentrierte Spinsystem

Zur Einfihrung der Tyablikov-Naherung wird in diesem Abschnitt das Heisenberg-Modell ei-
nes konzentrierten Spinsystems diskutiert. Fur das konzentrierte Spinsystem, in welchem alle
Gitterplatze mit einem Spin besetzt sind, lautet der Hamilton-Operator des isotropen Heisenberg-
Modells

1
Hz—ZJijSi-Sj—EgJMBBZSZ. (2.1)
1] |

Dabei indizieren i und j die Gitterplatze und Sj = (§*, S, §) ist der Operator des am Gitter-
platz i lokalisierten Spins [20,21]. Die Summen im Hamilton-Operator erstrecken sich tber alle
Gitterplatze, wobei deren Gesamtzahl gleich N sei. Fir die Austauschparameter J;j wird

Jj=Jji=JRi —Rj) und Jj=0 (2.2)

angenommen [20,21]. Dabei bezeichnet R; den Gittervektor desi-ten Gitterplatzes. Ferner koppelt
im Hamilton-Operator (2.1) ein homogenes externes Magnetfeld B = (0,0, B) mit B > 0 an
die mit den Spins verbundenen magnetischen Momente. Das externe Magnetfeld wird bendtigt,
um die Rotationssymmetrie des Hamilton-Operators (2.1) aufzuheben und damit eine endliche
Magnetisierung zu ermdéglichen. Es werden periodische Randbedingungen angenommen. Damit
ist der Hamilton-Operator (2.1) translationsinvariant.

Die Natur des Grundzustands des durch den Hamilton-Operator (2.1) beschriebenen Spinsystems
hangt neben der Starke des Magnetfeldes von der Wahl der Austauschparameter J;j ab. Da hier nur
ferromagnetische Spinsysteme betrachtet werden, wird angenommen, die J;j seien so gewahlt,
dass im Grundzustand alle Spins des Systems maximal parallel ausgerichtet sind. Die Richtung
der z-Achse ist so gewéhlt, dass sie mit der Orientierung der Spins zusammenfallt. Somit ist der

: * ’4 * Abbildung 2.1: Schematische Darstellung eines konzen-
.... 5 5 5 5 trierten Spinsystems. Alle Platze des Kristallgitters sind
§ ;Si Sj : mit einem Spin besetzt. Die Stirke der Wechselwirkung
------------ <—>§ @ zwischen den Spins S; und S; an den Gitterpléatzen i und
: 5 ‘:Ej : : j mit den Gittervektoren R; und R; wird durch den Aus-

Rl Rj tauschparameter J;; beschrieben.
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total ausgerichtete Zustand
1S =|(S)=SVie{l,...,N}) (2.3)

der Grundzustand des Systems.

Wie bereits mehrfach erwahnt wurde, ist man bei der Behandlung des Heisenberg-Modells auf
Né&herungen angewiesen, von denen hier insbesondere die Tyablikov-N&herung verwendet wer-
den soll. Die Tyablikov-N&herung nutzt zur Untersuchung der magnetischen Eigenschaften des
Modells die energieabhangige retardierte Kommutator-Green-Funktion

Gij(E) = <<g+ s—>>ret (2.4)

welche aus den Stufenoperatoren
S=5=+i9 (2.5)
aufgebaut ist [21]. Die Bewegungsgleichung fir Gjj (E) ergibt [21]:

(E—g3usB)Gij(E) = 2nh%;(F) +

ey an({ssi e - (s s )E) - e

Neben dem Erwartungswert ($Z> der z-Komponente des Spins S;, im folgenden kurz als Magne-
tisierung bezeichnet, stehen auf der rechten Seite der Gleichung die noch unbekannten héheren
Green-Funktionen <<§+S§1 SJ‘>> " und <<S$S|Z; SJ‘>> "“. Die Tyablikov-Néherung besteht nun dar-
in, an diesen eine Hartree-Fock-Entkopplung durchzufuhren. Mit (S,*) = 0 (nach Voraussetzung
() = (§') = 0) bedeutet dies:

(s7sis7)e =2 (sh06®). 27)

Ferner kann wegen der Translationsinvarianz eine gitterplatzunabhangige Magnetisierung
§)=(s) (28)

angenommen werden. Damit reduziert sich die Bewegungsgleichung zu

E — B
n Z (( gJMB Jo) Sim+ Ji m) Gmj = §ij (2.9)

mit

Jo=> Jin. (2.10)
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Die Matrixnotation erlaubt es, die Gleichungen flir die Green-Funktion G;;j(E) kurz und Uber-
sichtlich aufzuschreiben. In der Matrixnotation enthalt die Matrix G als Matrixelemente die von
den Gitterplatzen i und j abhangige GroRen G;j; (i, j € {1...N}). Die anderen Grélen in der
Bewegungsgleichung (2.9) werden in der Matrixnotation in gleicher Weise zu Matrizen zusam-
mengefasst. Somit lasst sich die Bewegungsgleichung (2.9) schreiben als

1/E—-gyusB
—N——=1—-J1+J)GC=1. 211
(St w1+9) (241)
Die formale Losung dieser Gleichung lautet in Matrixnotation
E—-giusB 1
G=h{——————1—J1+J . 2.12
(Fpeei-s1+9) 212

Wegen Translationsinvarianz diagonalisiert ein Ubergang
1 R R
Gij(E) — Gkk(E)= NZe—""R'Gij(E)e"‘ Rj (2.13)
i

zu Wellenzahlen k mittels raumlicher Fourier-Transformation diese Gleichung:

Gk (E) = Gk (E) dkk (2.14)
mit
2h2 (S

Der eingefiigte infinitesimale imaginare Part i 0™ sorgt dafiir, dass die retardierte Green-Funktion
G(E) fur reelle Energien E die korrekten physikalischen Randbedingungen erfillt [21].
Die Anregungsenergien

Ex = gousB + 2h () (Jo — J) (2.16)

mit der Fourier-transformierten Austauschwechselwirkung
1 i k-(Ri—R
o= .Z,: Jje ) (2.17)
kodnnen mit einem Quasiteilchen assoziiert werden, welches man Magnon nennt. Wie sich am

Zeemann-Term gyugB in den Teilchenenergien Ex zeigt, hat dieses Spin S = 1 und ist somit
ein Boson. Der Ein-Magnon-Zustand

I i k-Ri o
k) = S, |S>—mi2e SIS (2.18)
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entspricht einem Zustand des Spinsystems, bei dem die Gesamtmagnetisierung gegenuber dem
total ausgerichteten Zustand |S) um Eins verringert ist:

(KI> §Ik)=h(NS—1) . (2.19)
i
Dabei ist die Spinabweichung gleichmé&Rig tber alle Spins verteilt:

<k|sf|k>:h<s—%) Viel...N. (2.20)

Zuweilen werden Magnonen im konzentrierten Spinsystem auch als Spinwellen bezeichnet [21].
Die Anregungsenergien Ex sind (iber (S*) temperaturabhangig. Der Erwartungswert (S*) lasst
sich mittels der Spektraldichte

1
S(E) = —=Im Gk (E) = 2h?(S) 8 (E — Ex) (2.21)
T
beziehungsweise deren lokaler Form

Si(E) = —llme..(E)_th )= Za(E =) (2.22)
und dem Spektraltheorem
I A (S &(E)
55 = oL yee- O I

2h (%)
= ZeﬁEk_l (2.23)

berechnen [21]. Hierbei wurde die tbliche Abkirzung 8 = 1/kgT verwendet, wobei T die
Temperatur und kg die Boltzmann-Konstante bezeichnet.
Fur S= 1/2 ergibt sich wegen

1,
(§)=hs- (55 (2.24)
aus Gleichung (2.23) und (2.8) die implizite Gleichung

(sz)_hS——(s S§")=hs-2(s%) = ZeﬂEk_l
B hs
LT -

welche in der Regel durch Iteration geldst wird, da die Ex noch (S?)-abhangig sind.

(2.25)
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Hier wird angenommen, dass das System einen ferromagnetischen Grundzustand hat. In diesem
Fall ergibt sich in dreidimensionalen Systemen bei niedrigen Temperaturen eine endliche Magne-
tisierung (S?) > 0 selbst fiir ein infinitesimales Magnetfeld B = 0™. Das System hat also eine
spontane Magnetisierung. Oberhalb einer kritischen Temperatur, der Curie-Temperatur Tc, ist
das System hingegen paramagnetisch, das heif3t (S*) Bio>+ 0. Der Phaseniibergang von der fer-
romagnetischen zur paramagnetischen Phase ist von zweiter Art. Die Magnetisierung geht stetig
gegen Null, wenn man sich der Curie-Temperatur von unten néhert. Somit lasst sich fir S=1/2

die Curie-Temperatur durch eine Entwicklung der Gleichung (2.25) fir kleine (S?) bestimmen:

d hS 2
(s) = = ()+0((s)
() 14+ % Yy (e#Bk — 1) 1 o ( )
-1
2 1 2
= — —_ 3 A7) . 2.2
(2 T a) 0 (sP) 22
Damit ergibt sich fur S = 1/2 die Curie-Temperatur:
-1
2 1

Die Berechnung der Magnetisierung fur S > 1/2 kann durch einen erweiterten Satz von Green-
Funktionen erfolgen. In der Literatur existieren verschiedene Ansétze dafir [28-32]. Folgt man
[28], so l&sst sich fiir allgemeine Spins S die Magnetisierung aus der mittleren Magnonenzahl

1 1
o — N;—eﬁk — (2.28)

wie folgt berechnen [29]:

h(l + S+ @) P25+ 4 (S— @) (1 4 P)>SH

7\ _
Die Curie-Temperatur ergibt sich fiir allgemeine Spins aus
2 1 1\’
kgTc = =h?S(S+ 1) | — : 2.30
BCT3 (+)<N2k:Jo—Jk) (2:30)

Zur Berechnung der in der Bestimmungsgleichung (2.28) auftretenden Anregungsenergien Ey ist
die Green-Funktion (2.4) ausreichend. Die explizite Berechnung weiterer Green-Funktionen im
Falle von S > 1/2 ist fur die Berechnung der Magnetisierung und der Curie-Temperatur nicht
notwendig.
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Als erstes Anwendungsbeispiel fir die Tyablikov-Naherung wird im folgenden ein konzentrier-
tes Spinsystem von S = 1/2-Spins auf einem einfach-kubischen Gitter mit N&chster-Nachbar-
Wechselwirkung betrachtet. Zunéchst wird die Fourier-Transformierte Jx der Austauschwechsel-
wirkung bendtigt. Fur das einfach-kubische Gitter mit Gitterkonstante a und Néchster-Nachbar-

Wechselwirkung der Starke JO ergibt sich:

Jc = 23°(cos (aky) + cos (aky) + cos (aky)) . (2.31)
Die Green-Funktion ist somit
c 2h?(S?
Gi(E) = A (2:32)
E —gyugB —2h (&) Joék +i0*
wobei als Abkiirzung
ek = 6 — 2cos(aky) — 2 cos(aky) — 2 cos(aky) (2.33)
verwendet wurde.
In Abbildung 2.2 ist der daraus resultierende Verlauf der Dispersionsrelation
Ex = guugB + 2h(S) 3% (2.34)
fir die Magnonen dargestellt.
Die lokale Spektraldichte
1
Si(E) :2h2<SZ>NZ(S(E—gJMBB—2h<SZ>JOEk) (2.35)
k
5 0.175
. 0.15
N < 0125
5 % 01
8 Y 0.075
3 ? 005
] 0.025
_r/a 0 7/a 0 2 4 6 8 10 12
Ky E/2n(S?)3°

Abbildung 2.2: Magnonendispersion entlang der ky- Abbildung 2.3: Die lokale Spektraldichte S (E) fur
Achse fiir ein einfach-kubisches Gitter mit Nachster-  ein einfach-kubisches Gitter mit Nachster-Nachbar-

Nachbar-Wechselwirkung in Abwesenheit eines ex- Wechselwirkung und B = 0.
ternen Magnetfeldes B.
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\‘ N Abbildung 2.4: Die Magnetisierung (S?) als Funkti-
. onder Temperatur T firein einfach-kubisches Gitter
N mit Néachster-Nachbar-Wechselwirkung fir B = 0
05 1 15 5 (volle Linie), gyusB = 0.01h2J° (gestrichelte Li-
ke T/n*J° nie) und g s B = 0.1h2J° (Punkt-Strich-Linie).

ist in Abbildung 2.3 zu sehen. Diese muss man heutzutage nicht mehr selbst iber die aufwendige
k-Summe berechnen, da in der Literatur [33] sehr gute, wesentlich einfacher zu berechnende
Né&herungsformeln fir die aus der Dispersionsrelation (2.33) folgende Zustandsdichte

d1
SC
_ - - _ 2.
P¥(&) = - ;me €x) (2.36)
zu finden sind. Dabei ist

0 x<0O
OX) = (2.37)

1 x>0

die Stufenfunktion. Mit o (¢) folgt dann:

h E—-9susB
(E) = — o I 2.38
Die mit der mittleren Magnonenzahl
1 1 > p>(€)
P = N Xk: eBEk — 1 oo eﬁgJ,uBB—l—Zh(SZ)ﬂJoe -1 de (239)

iterativ aus der Gleichung (2.29) berechnete Magnetisierung ist in Abbildung 2.4 dargestellt.
Fir die Curie-Temperatur ergibt sich:

-1
h2J0 (1 1
kpTe=—— (=) " = ~ 1.98h230 . 2.40
=7 (723) =

Dieser Wert ist um ein Drittel niedriger als der Wert 3h2J9, welchen die Mean-Field-N&herung
liefert (siehe Gleichung (4.127) in Abschnitt 4.5).
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2.2 Das verdinnte Spinsystem

Nun sollen Systeme betrachtet werden, bei denen einige Spins von zuféllig ausgewahlten Git-
terplatzen entfernt wurden. Als erstes wird ein Modell untersucht, bei dem die nicht besetzten
Gitterplatze komplett aus der Betrachtung herausgehalten werden. Dieser Ansatz dient als Re-
ferenz fir die anderen Ansétze zu Beschreibung verdinnter Spinsysteme und stellt spéter den
Ausgangspunkt flir Rechnungen zu endlichen Systemen dar.

Ein System, bei dem die Spins nicht alle Platze eines Gitters besetzen, kann durch den — im
allgemeinen nicht translationsinvarianten — Hamilton-Operator

1
—ZJij Si-Sj— pdine BZSZ (2.41)
ivj [

beschrieben werden, wobei in den Summen die Indizes nur Uber die besetzten Gitterplatze laufen.
Die Green-Funktion

Gij(E) = ((Sﬁ; S,-‘)) =, (2.42)
von der angenommen wird, dass sie auch nur fiir besetzte Gitterplatze definiert ist, genligt dann
der Bewegungsgleichung

(E—giusB)Gj(E) = 2n%; () +
+2n Yy (S S ) - (S5 5)) - 49)

Auch hier lauft der Index m in der Summe auf der rechten Seite der Gleichung nur tber die
besetzten Gitterplatze.

Mit der Tyablikov-Entkopplung fur die hoheren Green-Funktionen in (2.43) und der Annahme
(Si) = (0, 0 (S%)) ergibt sich somit:

hz(<E gm;;B ZJi“> 3im+3im> Gly =81 . (2.44)

Abbildung 2.5: Schematische Darstellung eines verdiinn-
ten Spinsystems. Die Spins besetzen einen Teil der Gitter-
platze eines Kristallgitters, die restlichen Gitterplatze blei-

ben unbesetzt.
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Die Annahme einer gitterplatzunabhéngigen Magnetisierung () stellt hier eine Naherung dar,
da die (SZ) von den nicht notwendig dquivalenten Umgebungen der Gitterplatze abhangen. Eine
Bertcksichtigung der Gitterplatzabhangigkeit von ($Z> wirde allerdings eine erhebliche Kompli-
kation bedeuten, insbesondere in Bezug auf die selbstkonsistente Berechnung der Magnetisierung.
Die Gleichung (2.44) kann auch als Matrixgleichung geschrieben werden, wenn man die spezielle
Indizierung beachtet:

1/(E—-9yusB ;L
h(( h () )1 D—I—J)G_l, (2.45)
wobei
Dij = Z‘Jin dij - (2.46)
n

\on der aus dieser Bewegungsgleichung folgenden Néherung fiir die Green-Funktion G” wird
in der vorliegenden Arbeit angenommen, dass sie eine adaquate Beschreibung der magnetischen
Eigenschaften verdinnter Spinsysteme liefert. Die formale Lésung der Gleichung (2.45) ist durch

G =A"1 (2.47)
mit L /E B
—QgiuB
A==———=2"1-D+J 2.48
h ( 2h () " ) (249)

gegeben. Allerdings ist A nicht translationsinvariant. Somit diagonalisiert eine Fourier-Transfor-
mation diese Matrix nicht mehr, und damit lasst sich A~1 nicht mehr ohne weiteres berechnen.
Bevor dieses Problem in den spateren Kapiteln bearbeitet wird, sollen in den folgenden Ab-
schnitten dieses Kapitels weitere Ansatze zur Beschreibung verdinnter Spinsysteme betrachtet
werden. Dabei soll deren Brauchbarkeit insbesondere daran gemessen werden, inwieweit sie fur
die magnetischen Eigenschaften ein Ergebnis liefern, welches mit dem aus der Gleichung (2.47)
folgenden Ergebnis vergleichbar ist.

2.3 Das Modell der Besetzungsindikatoren

Die in diesem Abschnitt vorgestellte Variante, die Verdiinnung in das Modell zu integrieren,
wird in der Literatur hdufig benutzt [34-50], da sie besonders zugénglich fur die Methoden zur
Mittelung liber Konfigurationsunordnung ist. Dazu werden, statt die nicht besetzten Gitterplatze
komplett aus der Beschreibung zu entfernen, Besetzungsindikatoren

1 Gitterplatzi besetzt
o = { P (2.49)

0 Gitterplatz i unbesetzt
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: : : : Abbildung 2.6: Schematische Darstellung eines verdiinn-

""" *&/* o ten Spinsystems. Dabei werden die Spins auf den als un-
Si Sj besetzt betrachteten Gitterplatzen (weiRe Kreise) nicht aus

..... § ¢4_>§ dem System entfernt. Lediglich ihre Kopplung an die Spins
E _ N ; auf den als besetzt betrachteten Gitterplatzen (dunkle Krei-

b= 0 H =1 se) wird mittels der Besetzungsindikatoren p; gleich Null

RJjR=0 gesetzt.

in (2.1) eingeflgt:
1
H=—iZj:Jij P Si'pjsj_ﬁgJMBBzi:pi . (2.50)
Dieser Hamilton-Operator hangt nur von den Spins an den als besetzt betrachteten Gitterplatzen
ab. Die Einfuhrung der Besetzungsindikatoren vermeidet die unhandliche Vorschrift, alle nicht
besetzten Gitterplatze aus den Gleichungen zu entfernen.
Die Besetzungsindikatoren sind idempotent:

Im Hamilton-Operator (2.50) enthalten sie die gesamte Information tiber die aus der Verdinnung
resultierenden Unordnung. Die Austauschparameter J;j bleiben translationsinvariant, was bei
spateren Rechnungen ausgenutzt werden kann.

Zur Untersuchung der Eigenschaften des Modells wird wieder die retardierte Kommutator-Green-
Funktion (2.4) herangezogen, welche fir alle Gitterplatze definiert ist, aber — wie sich zeigen wird
— hochstens fiir besetzte Gitterplatze verschieden von Null ist.

Die Bewegungsgleichung flr Gjj (E) ergibt:

(E — pigsueB) Gij(E) = 2h%; () +

+ 20 Y pdme (S50 5 )& - (i §) &) - @52)
m
Mit (3*) = 0 und einer Hartree-Fock-Entkopplung der hoheren Green-Funktionen

(s s )= 25 e (253)
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reduziert sich die Bewegungsgleichung zu

hZ((M_ZQJm pn )5|m+ pi Jlmpm<s|>> ij—5|j< > (2.54)

Nun wird wieder eine gitterplatzunabhéngige Magnetisierung (SZ) = (S) fir die besetzten Git-
terplatze angenommen. Ferner wird fur die unbesetzten Gitterplatze (sz) durch pj (S?) = Oersetzt
(dies wiirde eine selbstkonsistente Berechnung liefern). Es ergibt sich:

— B
n Z ((M - Z P Jinpn> Sim+ bi Jimpm) Gmj = 8ijpj - (2.55)
n

In Matrixnotation heif3t das:

%<2hl<zsz>l—g;lgz?P—PD+PJP)G=P, (2.56)
wobei
Pij = pi dij (2.57)
und
Dij = 8ij »_ JinPn - (2.58)
n

Diese Gleichung wird nun mit Gleichung (2.45) verglichen. Durch eine alternative Nummerierung
der Gitterplatzindizes kann man erreichen, dass die ersten N’ Indizesi = 1... N’ volle Gitter-
platze bezeichnen und die restlicheni = (N’+1) ... N leere Gitterplatze. In der Matrixgleichung
(2.56) entspricht dies einem gleichzeitigen Umordnen der Zeilen und Spalten der Matrizen. Als
Ergebnis dieser Transformation nimmt Gleichung (2.56) folgende Blockform an:

1 E 10_gJ,uBBlO_D110+J110X
h\2h(&)\o 1/ 2h(s»\o o 0 0 0 0
Gll GlO 1 0
X (601 GOO):<O 0). (2.59)

Fir eine Matrix A bezeichnen hierbei A den Block fir die besetzten Gitterplatze, A1 und A%
die Blocke mit einem besetzten und einem unbesetzten Gitterplatz und A% den Block fir die

leeren Gitterplatze.

IDie alternative Nummerierung und das Umordnen werden in Anhang A kurz an einem Beispiel erklart.
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Aus Gleichung (2.59) kann man ablesen, dass fr die Blocke, in denen Indizes unbesetzter Git-
terpléatze auftreten, gilt:

Gl=6¥=c%=0. (2.60)
Dies ist konsistent mit der Naherung in Gleichung (2.56). Damit hat die Green-Funktion die
Eigenschaft

G =PGP. (2.61)
Ferner hat man fiir den Block, in dem nur Indizes besetzter Gitterplatze auftreten,
1(/E—-giusB 11, 11\ <11
—|————1-D J7)GH=1. 2.62
h ( 2h (&) + (262)

Der Vergleich mit (2.45) zeigt, dass G’ und G1* die selbe Bewegungsgleichung erfiillen. Damit
ist

cl=c (2.63)
beziehungsweise
Gi’j(E) Gitterplatze i, j besetzt

(2.64)
0 andernfalls

Gij(E)Z{

Werden nun die Green-Funktionen G;; der besetzten Gitterplatze i verwendet, um die Magnetisie-
rung (S?) und die Curie-Temperatur Tc zu berechnen, so erhalt man die gleichen Ergebnisse wie
fiur den im letzten Abschnitt vorgestellten Ansatz, in welchem die unbesetzten Gitterplatze gar
nicht in der Beschreibung enthalten sind. Ferner liefern die unbesetzten Gitterplatze keine zusétz-
lichen, unphysikalischen Anregungen, wenn man deren Green-Funktion mit in die Berechnung
der magnetischen Eigenschaften einbezieht. Somit ist der Ansatz mit Besetzungsindikatoren zur
Beschreibung verdiinnter Spinsysteme geeignet.

2.4 Das Modell einer binaren Legierung

Eine weitere Mdglichkeit, verdiinnte Spinsysteme zu beschreiben, nutzt als Ausgangspunkt eine
ungeordnete Legierung zweier magnetischer Atomsorten A und B mit dem Hamilton-Operator
[51-54]

H:—;Jijsi-sj—%gmgsii:sz, (2.65)
wobei fir die Austauschparameter
JAMRi —R)) beides A-Atome
Jj =1 J*BRi —Rj) = IBAR; —Rj) von jeder Sorte eins (2.66)

JBB(R| —Rj) beides B-Atome
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..... &%,‘&) Abbildung 2.7: Schematische Darstellung eines Spinsys-
: : : 5 tems einer bindren Legierung mit Atomen der Sorte A

S; Sj fS| 5 Sm (dunkle Kreise) und Atomen der Sorte B (helle Kreise).
""" N JAAJ JAB Y BB | Je nachdem, zu welchen Atomsorten die Spins gehdren,
N\ JAAL T ANl

| ' unterscheiden sich die Austauschparameter.

gilt. Fir die Green-Funktion (2.4) erhédlt man mit der Tyablikov-Entkopplung die Bewegungs-
gleichung

hZ<(E e~ X )5Im+31m(512)>6mj=5ii(512)- 267)

Diese reduziert sich unter Annahme einer gitterplatzunabhéngigen Magnetisierung (S|Z> = (S
zu [51,52]

hZ((E gJM>BB Z‘]in) 5im‘|’~]im) Gmj = dij . (2.68)

was wieder als Matrixgleichung interpretiert werden kann:

1/E—-gyusB
“(—==""1-D+J)G=1 2.69
h( 2h () +> | (269
wobei
Dij = 8ij ) _ Jin - (2.70)
n

Nach dem Sortieren der Zeilen und Spalten nach Atomsorten (siehe Anhang A) ergibt sich fol-
gende Blockform:

1[{E—-gyusB (1 0 DAA 0 N JAA JAB
—N — X
h 2h (&) 0 1 0 DBB JBA jBB
AA ~AB 1
><<G G ):( 0). (2.71)
GBA GBB 0 1

Setzt man nun die Kopplung der B-Atome Null, nimmt man also JAB = JBB = 0 an, so ergibt
sich:

1{E—gyugB (1 0 DAA 0 JAA 0 GAA GAB 10
| —=—= — = . (272
h( 2h (&) <o 1) <o o>+< 0 0 GBA BB 01 (2.72)
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Daraus folgt
GAB=GBA=0. (2.73)

Fir GAA ergibt sich die zu (2.45) aquivalente Gleichung

1(E—-9yusB AA |, 1AA\ ~AA
— | —————1-D J G =1. 2.74
h ( 2h () + 2.74)

Fiir GBB gilt nun allerdings
E— gJMBBGBB i
—— =
2h“ (&)
Diese Gleichung beschreibt die dispersionslosen Anregungen freier Spins. Von einem Modell
fur verdiinnte Spinsysteme sollte man aber erwarten, dass die unbesetzten Gitterplatze keine An-

(2.75)

regungen zum Spinsystem beisteuern. Deshalb ist diesem Ansatz die Methode der Besetzungs-
indikatoren vorzuziehen, da dort die unbesetzten Gitterplatze keine solchen unphysikalischen
Anregungen liefern.

Eine verbesserte N&herung stellt die Annahme unterschiedlicher Magnetisierungen

(SA) fir A-Atome

)= { (SB) fiur B-Atome (2.76)

dar [53,54]. Fur die Green-Funktion (2.4) ergibt sich nach Tyablikov-Entkopplung und Division
durch () als Bewegungsgleichung

h2(<E gJM>BB ZJ.n§§;>8.m+J.m>ij_5., (2.77)

Als Matrixgleichung interpretiert fiihrt diese Gleichung mit der Naherung (2.76) nach Sortieren
der Zeilen und Spalten auf folgende Blockform:

1 (E—guusB ((S771 0 DAA s JAA JAB
p— A — J— X
h 2h 0 <SB>—11 0 DBB JBA BB

AA AB
GBA GBB 0 1

Dij = &ij Z Jin% (2.79)

wobei nun
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ist. Mit JAB = JBB — 0 vereinfacht sich die Gleichung zu

() ) 0000

AA AB
(G T (Y O) (280
GBA GBB 0 1

(2.81)

Dies ergibt fiir GBB die Lésung
2h? (SB)

E—gyugB’
Diese Gleichung beschreibt einen Paramagneten [19-21]. Die selbstkonsistente Berechnung von
(SB)aus GBB ergibt dann— zumindest in Abwesenheit eines externen Magnetfeldes— (S®) = Ound
damit GBB = 0. Der Fehler der Division durch Null in Gleichung (2.80) wird in Gleichung (2.81)
riickgangig gemacht, indem wieder mit (SB) multipliziert wird. Somit fihrt in Abwesenheit eines
externen Magnetfeldes die Einflihrung verschiedener Magnetisierungen flr die beiden Untergitter
zu einem zu (2.64) aquivalenten Ergebnis fir die Magnetisierung. Nimmt man hingegen ein
externes Magnetfeld endlicher Starke an, gilt GB® = 0 nicht mehr. Somit liefern die unbesetzten

GBB:1

Gitterplatze beispielsweise Beitrdge zur magnetischen Suszeptibilitat, was vom physikalischen
Standpunkt aus gesehen nicht korrekt ist.

Das Problem der unphysikalischen Anregungen auf den unbesetzten Gitterplatzen kann man im
Rahmen des Ansatzes einer bindren Legierung nur dadurch in den Griff bekommen, dass man
zusatzlich zu (2.76) noch (SB) = 0, also

(SA) fiir A-Atome

<S|Z>:{ 0 fir B-Atome (2.82)

annimmt. Damit erhédlt man eine zum Modell der Besetzungsindikatoren &quivalente Beschrei-
bung, allerdings mit einer geringfligig aufwendigeren Notation.

2.5 Weitere Ansatze

In der Literatur [27,55] wird unter anderem folgende Green-Funktion zur Untersuchung des durch
den Hamilton-Operator (2.41) beschriebenen Modells verwendet:

Gij(E) = % ) (2.83)
(§77%(s)
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Die Bewegungsgleichung fir diese Green-Funktion ergibt nach Tyablikov-Entkopplung

1 — B
HZ( (M_Zpllnpn )3lm+
m

+ <$Z>1/2 pi Jimpm<sﬁ1>l/2 )ij = djj . (2.84)
Somit erh&lt man eine Einheitsmatrix auf der rechten Seite der Gleichung ohne — wie bei der
Bewegungsgleichung fur die Green-Funktion (2.4) — explizit durch (SZ) teilen zu mussen. Dies
verschleiert lediglich die Tatsache, dass hier fiir Gitterplatze mit (§°) = 0 in der Definition der
Green-Funktion durch Null geteilt wird. Nach Umordnen der Gitterplatzindizes ergibt sich fir
den Block G der unbesetzten Gitterplétze

E— gJMBBGoo
2h? ()

Somit erhélt man auch mit diesem Ansatz unphysikalische Anregungen an den unbesetzten Git-
terplatzen.
Gleiches gilt fur die Green-Funktion

(2.85)

1l (2.86)

b

o

deren Bewegungsgleichung nach Tyablikov-Entkopplung

- Z ((M _ Z 01 Jinpn { )5,m+ b J.mpm(S@) Gmj =&j (287

lautet. Falls jetzt eine gitterplatzunabhangige Magnetisierung angenommen wird, erhélt man
wieder unphysikalische Anregungen an den unbesetzten Gitterplétzen.

Eine Mdglichkeit, diese Anregungen zumindest aus dem thermodynamisch relevanten Teil des
Anregungsspektrums zu entfernen, besteht darin, an den unbesetzten Gitterplatzen ein lokales Ma-
gnetfeld einzufthren [39,55]. Wird das lokale Magnetfeld stark genug gewahlt, verschieben sich
die Anregungen zu so hohen Energien, dass sie bei endlichen Temperaturen praktisch unbesetzt
sind. Diese Methode scheint aber nicht problemlos zu funktionieren [39,55].

Ein Weg, um zu konkreten Ergebnissen fur die Green-Funktion Gjj(E) und damit flir die ma-
gnetischen Eigenschaften des Systems zu gelangen, ist die Mittelung Gber ein Ensemble von
Konfigurationen der Verteilung der Spins auf dem Gitter. Eine Moglichkeit, bei Konfigurations-
mittelung die besetzten und unbesetzten Gitterplatze zu unterscheiden, stellt die Verwendung
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bedingter Green-Funktionen
G =pGijp! @ pe{0.1 (2.88)

mit
pt=p  und pl=1-p (2.89)

dar [56]. Fur die bedingten Green-Funktionen ergibt sich dann ein System gekoppelter Bewe-
